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58. Relaxationszeitspektrum bei Systemen mit beliebig vielen, teils in 
Serie, teils parallel wirkenden, rnit Reibung belasteten elastischen 

Zusammenhaltsmechanismen 
von Werner  Kuhn. 

(4. r. 47.) 

In einer liarzlich erschienerien Arkwitl) m-urde gezeigt, wie das 
Relaxationszeitspektrurn von kautschukartigen Stoffen aus der 
Fliesskurve bestimmt werderi kann und wit! die Kenntnis dieses Spek- 
trums dazu verwendet werden kenn, um Sussagen uber weitere 
Eigensch:~ften, insbesondere uber das viskose T'erhalten zu gem-innen. 
Ausgangspnnkt der Betrachtang war die Annahme, dass die pro em2 
des Versuchskorpers wirkende Spannung G ,  welche in einem Zeit- 
punkt t nach rasch erzeugter Dehnung dl11 - c( beobachtet wird. zu 
bestimmen sei aux der Gleichung 

t 

Die Grossen E,,, hahen tvir als Grirndwerte der Teilelastizitats- 
nioduln, die z, als die zugehorigen Relaxationszeiten bezeichnet, 
Trahrend E ( t )  dcr m n  der Zeit abliangige Elastizitatsmodul der Sub- 
stanz ist. Fur den B ' d l  eines kontinuierlichen Relaxationszeit spek- 
truins ---arc (I) zii ersetzen durch das entsprechende Integral 

Nachdem in der genannten Arbeit die theoretische und praktische 
Bedeutung der Kenntnis eines solcheri Relaxationszeitspektrums be- 
xprochen wurde, liegt es nahe, naeh den genaueren Voraussetzungen 
zu fragen, unter denen eine durch Gleichung (1) gegebene Abhangig- 
keit des Elastizitiitsmoduls von der Zeit grundsiitzlich auftritt. 

Wir zeigen naehstehend, dass ein solcher Verlauf und damit ein 
Relaxationszeitspektrum von der durch Gleichung (1) oder (2) ge- 
kennzeichneten Art inimer auftritt , wenn beliebig viele, voneinander 
beliebig verschieclene elastische Federn mit beliebig vielen Reibungs- 
mechanismen teils in Serie, teils parallel zu einem mechanischen 
Systeni zusarnmengefasst sind. 

Der spezielle Fall, dass beliebig vide elastisehe Federn mit be- 
liebig anzunehmenden Reibungselementen samt l i eh  i n  Ser ie  zu- 
einander geschaltet sind, ist in einer kiirzlichen Arbeit allgemein be- 

1) TI'. Kuhn, 0. Kiinzle und A. Preissmnn, Helv. 30, 307, 464 (1947). 
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handelt wordenl). In  diesem Falle reduziert sich (I) a,uf einen einzigen 
Term, also einen Grundwert und eine Relaxationszeit fiir das Ge- 
samt system2). 

Im Falle zR-eier p a r  a l le l  geschalteter Mechanismen, von denen 
jeder niit einem Reibungselement ausgestattet ist, ist die Antwort 
ebenfalls sofort anzugeben. Sei fur den ersten Zusammenhaltsmecha- 
nismus J, die Hartekonstante und z1 die Relaxationszeit, so gilt im 
Zeitpunkt t nach rasch erzeugter Deformation fur die auf den End- 
punkt P, des ersten Mechanismus wirkende Kraft (siehe Fig. 1) 

t - ~- 

!XI = J, d h e  7 1  (3) 
und fur die auf den Endpunkt des zweiten Mechanismus wirkende Kraft 

Man sieht sofort, dass die auf die parallel geschalteten Nechanismen 
im Zeitpunkt t nach Erzeugung einer gemeinsamen Deformation Ah 
wirkende Kraft einfach gleich der Summe von ( 3 )  und ( 2 )  ist. Wir er- 
halten also einen zweigliedrigen Ausdruck vom Typus (1). 

All 
Fig. 1. 

Als nachst komplizierteres System betracht’en wir den Fall Fig. 2. 
I n  Serie zu dem in Fig. 1 betrachteten Syste,m von 2 parallel geschal- 
teten Mechanismen liegt eine dritte elastische Feder niit einem 
(dritten) Reibungselement. 

Es werde der Punkt P, r a s c h urn 13 h, mrschoben und anschlies- 
send relativ zur festen Wand W festgehalten. Nach Erzeugung der 

l) W .  Ruhn und H .  Ruhn, Helv. 29, 830 (1946) insbes. S. 841-844. 
2, Es sei auch auf eine Arbeit von T. Alfrey und P. Doty verwiesen (J. Appl. Phys. 

16, $00 (1945)) in welcher verschiedene Moglichkeiten der quantitativen Beschreibung re- 
laxierender Systeme nebeneinander gestellt werden unter Angabe der Formeln, mit Hilfe 
derer die verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten ineinander ubergefiihrt werden konnen. 
Die in jener Arbeit stark diskutierte Beschreibung durch sogenannte Voigt’sche Modelle ist 
in der vorliegenden Arbeit nicht naher diskutiert. Ein Voigt’scher Mechanismus besteht 
aus einer elastischen Feder und einem para l le l  d a m  wirkenden Dampfungsmechanismus; 
wir wiirden einen solchen Mechanismus erhalten, wenn wir am Modell Fig. 1 beispielsweise 
die Feder J, und die Dkmpfung tl weglassen wiirden. Ein solcher Mechanismus wiirde bei 
sehrrascher Dehnung eine unendl ich  grosse Ri icks te l lkraf t  geben, eineEigenschaft,, 
welche den in hochpolymeren Substanzen vorkommenden Zusammenhaltsmechanismen 
sicher nicht zukommt. Es ist dies der Grund, weshalb wir eine Darstellung durch Voigt’sche 
Modelle [welche iibrigens eine Entartung der Maxwell’schen Nodelle darstellen] nicht in 
Betracht gezogen haben. 
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Deformation und auch in jedem beliebigen spateren Zeitpunkt muss 
die auf den Punkt P (Xitte in Fig. 2)  wirkende Kraft gleich 0 sein, also 

R1+R,-R3 =- 0 ( 5 )  

W 

Ah 

Fig. 2.  

1st  3 h die Verschiebung des Punktes P aus der Ruhelage, so ist im 
Zeitpunkte t - 0 nach Erzeugung der Verschiehung Ah, am Punkte P,: 

R20 - J , J h  ( 8 )  

Da 52,-c52, einerseits, 52, anderseits im allgenieinen verschieden 
rasch abklingen, wird Ah den aus ( 5 )  und (6)  filr t -= 0 folgenden 
Wert nicht beibehalten; es wird somit im allgemeinen Ah eine Funk- 
tion der Zeit t sein. Es ist also A he im allgemeinen yon Xu11 verschie- 
den. Fur die im Zeitintervall t bis t t d t  erfolgende Anderung der 
Krafte el, 52, und 52, gilt dann auf Grund der Relaxation und auf 
Grund der Langenanderung A h* zusamrnen : 

Rln J, Ah 

Ran J,(dh,-  3 1 1 )  

Wegen (5) muss jetzt 
d R ,  dR, dR, 
d t  ' d% - - d t  

~~ 

gleicli Null sein und damit folgt BUS ( 7 ) ,  zur Bestinimung von d 11. : 

lndem wir dies in ( 7 )  einsetzen, erhalteri wir zur Bestimmung der 
Zeitabhiingigkeit der Krafte 52,, S2 und 52, das System von linearen, 
homogenen Diff erentialgleichungen : 

Jl + "2 - J L  - - R3 Jl 

d t  tl Ji+ J,+ J,] T, *TI+ J,+ J, z3 J,+ J,+ J, 
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Die Losung eines solchen Systems von linearen, homogenen 
Differentialgleichungen ist nun ganz allgemein voni Typus von Glei- 
chung (I), also: 

i I -~ -~ - t 
7 *  

t 

. C Z ~  - all e '1 +alz e +a,, e 

R, = itel e '1 -, aZ2 e 'a + a2<< e '1 (10) 

R, ~ a3, e T i  +aa2 e +a,, e ' 

w-obei die a,,% sowie die 71' konstante, aus den Korffizienten der Glei- 
chung (9) zu bestimniencle Grossen sind. Damit ist gezeigt, dam bei 
drrn in Fig. 2 rorgegebenen mechanischen System die ;tuf den End- 
punkt wirkende Kraft 51, grundsatzlich den in Formel (1 ) beschrie- 
benrn Vcrlauf besitzeii JT-ird. 

Ausserdem konnen u ir leicht itberblicken, \vie dieseBetrachtungen 
und die Ergebnissc zu  verallgemeiiiern sind auf tien Fall eines Systems, 
11-elches ails beliebig vielen elastischen Federn rnit zugehorigen Rei- 
bungselenienten brsteht und molelies auf der einen Seite an einer 

en Wand (W in Fig. 2 )  verankert ist,  auf drr andern Seite durcli 
Bewegung eiries Punktes P,, (P, in Fig. 2 )  als Gesamtheit niechanisch- 
elastisch Ir~eansprucht m erden kann. 

Fur jrde tier 11 in dem System erithaltenen Federn mit zugehd- 
rigern Reibungselement gilt eine zu ( 7 )  :maloge Gleichung, etwa fiir 

die it' Feder 

t - -_ t - 

t t 
7 2  

-~ t - 

m-obei 
1h3' = hf,  - hi1 (17n) 

ist, wenn li,', untl hi, die Geschwindigkeit ist, init welcher sich der in 
Fig. 2 rechts hzw. links von der Feder liegende, das System der be- 

11 Feder plus Reibungselement begrenzende Piznkt bewegt . 
Fur Fecler 1 nnd 2 in Fig. 2 war hi; = 0, fiir Feder 3 h,*, = 0. Fur jederi 
derartigen Begrenzungxpunkt, z. B. fdr den rechts liegenden Be- 
grenzungspunkt gilt im allgemeinen Fall die Bedingung, dass ent - 
weder hf, gleich Null ist [dann, wenn der Begrenzungspunkt entweder 
niit der festeii Wand (W in Fig. 2 )  oder mit dem Yunkt P, (P, in 
Fig. 2 )  zusammenfallt], oder aber, dass die Summe der in diesem 
Punkt angreifenden Krafte gleich 0 ist, eine Bedingung analog zu 
Beziehung 5. Diese Bedingungen haben also etwa die Form 

QIT.CZl Z t . . . + R l  *-R1 , - . . .  -q r - s = o  (12) 

ocler, nach t differenziert 
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Setzen wir (11) unt'er Berucksichtigung von (1la)  in (l2a) ein, 
so erhalten wir Gleichungen von der Form 

+ J , , , h f _ , , , + . . . . . .  - 0  

Fur jeden andern (zum Punkte P von Fig. 2 analogen) Punkt, in 
welchem rnehrere Federn mit zugehorigem Diimpfungsmechanismus 
zusammengefuhrt sind, ergibt' sich eine zu (13) bzw. zu (13) analoge 
Reziehung, insgesamt also zur Hestimmung der Grossen hi:, und 
ein System von linearen Gleichungen von der I' ' orm 

aI,, hiI t aZ1, lh,l t . . .  an ,., h ,  It a1 .. I hi  . + aZr., hir+  

a1 1. hi t aZ1, hi,+ . . .  a.n,, h,il+ 
1 (14) .. hi . + :i2rr. 21$r+- . . .  a,,,, liI;, = c2 

wobei die aj nnr von de,n HBrtekonstanten Ji abhiingeii, wiihreiid die 
Griissen c,, c, . . . .  linear in den sii sind. 

Die, Buflosung des S?;st,eins (14) nach den hj:,,$ oder hi,, giht, 
dalicr fiir diese Grijss,en Aasdruckc, welche analog zu Ah- von Glei- 
cliung (S) in den Ri linear sind. Einsetzen dieser Werte in (11, Ila) 
wgibt cla,her zur Rest~immung der Zeitabhiingigkeit der sii ein homogen 
lineares System von I)iffe,rent,ialgleichungeri von der Form 

. . .  I dSz', ~~~~ ~ 7z Al~S2,+A,2Rz- t  t A l n R n  cl t> 

.............................. I 

wobei die Koeffizientcn A,, bis A,, ,, nur von den Hiirtekonstanten J, 
der einzelneii Federn abhangen, mm-ie von den Relaxationszeiten z,, 
welche den eiiizeliien Federn, je fur  sich selbst genornmen, zukommen 
wurden. 

Die Losung eines solchen Systsnis ist analog zu Gleichung (10). 
Es ergibt sich also such fur 52,, die Kraft, welclie das Gesamtsystem 
im Anschluss an cine rasch an dem Punkte P,, vorgenommene T7cr- 
schiebung auf diesen Punkt ausubt, eine Gleichung vom Typus (1). 

Die Kraft, welche auf den Punkt PI, im Anschluss an eine rasch 
vorgenommene Verschiebung desselben ausgeitbt wird, 1 ii s s t sic h 
a l so  n i c h t  un t s r sc l i e iden  von d e r  K r a f t ,  d i e  s ich e rgeben  
wurde ,  wenn d e r  P u n k t  P d u r c h  e in  e in faches  S y s t e m  
pa ra l l e l  w i rkende r  r e l ax ie rende r  Federn  mi t  d e r  W a n d  
TI- v e r b u n d e n  wBre. 

Fur die Beschreibung des viskos-elastischen Perhaltens hoch- 
polymerer Substanzen folgt daraus, dass das Auftreten eines Relaxa- 
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tionszeitspektrums zwar ein Beweis dafw ist, t l ~ h s  in cler Substanz 
parallel zueinander wirkende Zusammenh,ilt snwcha,nisnirn init, wr- 
schiedener Relaxationszeit vorkommen, d;!ss sic11 aher der Parallel- 
wirkung von Xechanismen in beliebig kompiizitJrter \\-eke riiie 
Yerieschaltung zu einem Xetz uberlagern 1 ~ r ~ i i .  ohne (lass dies durch 
.\nalyse des niechanisch-elastischen Verh:dt ens 1 tgestcllt m-erden 
kenn. Eine solche Analyse kann also, auclt v cmi hit '  hinhichtlich des 
Ergebnisses Glcichung (1) vollig korrekt ist , nicdht als Rexwis fur das 
Yorliegen bestimmter in wohl definierter iTT(iise mil einantler gekop- 
pelter Zusammenhaltsmechanismen ver~veiitlet x-ertlen. 
sehr viele, voneinander inhaltlich ganz yerschi 
scher Federn, mlche hinsichtlich des Ergc.tmi 
nnu ubereinstimmen. Die einfachstc Interpwt ittior1 t+ws R (hxntionh - 
zcitspektrums ist stets die Annahme para llcl znciiiander 13 irkender 
Zusammenhalt smechanismen. Kompliziert6w Dent uitqen sind nber 
nie ausgeschlossen, stellen jedoch andersei t s, x en11 niclir z u  ingende 
modellmiissige Grunde fur die Annahme g r ~  ) w r w  Kompliziert heiE 
-\-orliegen, gegenuber der einfachsten Deutuirg \I tdor r l i n c l  S otmndig- 
keit noch einc Rereicherung der experi mc~iit ell L I L  ~w~ artmtlen 
Erscheinungm (Jar. 

iVir haben in den vorangehenden Bet ~,tcl:tiingi:c~it tiir Iwi tler Ke- 
wegung der Fedrrn und lieibungsriieehanisni~i~ auftrc4 entit, kinetische 
Energic T-ernachlassigt. Das Ergebnis u'iir~ie diwcli die Ikruclisich- 
tigung des Auftret ens Ton ReschIeuiiigungs1ir:ifte:i iiiir 1111 I\ c h ,  

geaiidert. Die Relaxationszeiten kiinneri i i i  tlicxeiri  fall^ triln-eise 
komplexe Werte erhalten (Ruftreten gedanq )fter rwiotliwhrr S(ihrT-in- 
gungrn gemass Gleichung 1). Pormell sieht n:aii. (1: hri F'iwiicksichti- 
gung cler Reschleunigungskrafte der Ansati ( 1  2 )  wh Hiruufiignng 
der Grossen m, . h," -,- m, hi;, - - . . . . . ai;f rler. liiikeii Sritt: jener 
Gleichung erganzt werden muss. In  ahnliclier iTeise 
chungen (11) durch die der Heschleunignrig tler M:i 
tragenden Glieder m, h," zu erganzen. All dies lhsst den in l ~ n g  nuf 
hi und sii homogenen lirienren Charakter der Glei~~hiiiigeit ~iiiil  c-laher 
die Form des Liisungssystems unl-erandert. 

Z u s a m m  enf a s s u II g 

Ein System von heliebig vielen elastiwhcn Fctlern, 1-011 denen 
jrde einen Reibungsmechanismus triigt, kann in beliebig koniplizierter 
Weise dadurch zu einem Gesamtsystem vei eiJiigt hein, d a s h  die mit 
Reibungsmechanismus ausgerusteten Fedei ri teils parallel, teils in 
Yerie zu Aggregaten zusammengefasst wertlt.11 und (lass tliese Ag- 
gregate wieder teils pa,rallel, teils in Serie z i i  hiihereri Xinheiten zu- 
sammcngefasst werden usw. Es Mrird gezeigt, dnss die Gesarritm-irkung 
eines solchen Systems nach aussen dieselhe ist u-ie die Wirkung eines 
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Systems, welches aus lauter parallel zueinander geschalteten, je einen 
Reibungsmechanismus tragenden Federn besteht. Der zeitliche Ver- 
lauf der Spannung, welche anschliessend an eine rasch erzeugte Deh- 
nung beobachtet wird, lasst sich namlich in allen diesen FBllen durch 
eine Beziehung vom Typus der Gleichung (1) darstellen. 

Basel, Physika'lisch-chemisches Instit'ut der Universitat. 

59. Krystallsymmetrie und Eigensymmetrie der Molekeln 

(1.7. 1. 47.) 
von E. Brandenberger. 

Im Verlaufe von Krystallstrukturbestiminungen werden inimer wieder Falle nam- 
haft geniacht, bei welohen die Eigensymmetrie der Molekeln oder Radikale, wie sie diesen 
aus chemischen Erwagungen zugeschrieben mird, mit der am entsprechenden Krystall 
feststellbaren Symmetrie in Widerspruch zu stehen scheint. Um die beiderlei Tatsachen 
miteinander in Einklang ZLI bringen, wird in neuerer Zeit bevorzugt zur Annahme ge- 
griffen, es liege eine nicht streng nach den Gesetzen der Strukturtheorie gebaute Krystall- 
struktur vor. Dabei wird insbesondere der Befund einer hohen (z. B. kubischen oder wirte- 
ligen) Krystallsymmetrie bei nicht entsprechend hoher Symmetrie der Molekelri selber als 
Ergebnis einer bloss statist.isch-unregelniassigen Anordnung der Molekeln hinsichtlich ihrer 
gegenseitigen Stellung zueinander angesehen oder aber als Folge einer Rotation der 
Molekeln urn bestimmte ausgezeichnete Achsen betrachtet. So hat auch neuerdings 
wieder W .  Xowacki im Fall des Chinuelidinsl) diese Schlussweise angewandt, um die 
kubische Krystallsymmetrie dieser Verbindung bei bloss vier Molekeln von der Eigen- 
symmetrie C, .-3 m in der Elementarzelle zu deuten (die Annahme der trigonalen Molekel- 
symmetrie C, ~ wird dabei aus den Ergebnissen der Erkundung der chemischen Konstitu- 
tion iibernommen). Obgleich diese Deutung zutreffen k a n n ,  legt doch auch dieses Beispiel 
nahe, erneutz) darauf hinzuweisen, dass auf Grund der beobachtbaren Daten derart.ige 
Folgerungen keineswegs a l s  e i n d e u t i g  begr i inde t  gelten diirfen. Es sind vielmehr 
hier und in  andern Fallen in mehrfacher Richtung Einwande zu beriicksichtigen: 

1. Zunachst dahin gehend, dass sich auch bei der von W. Xowacki untersuchten 
Verbindung wie in vielen analogen und ahnlich ausgewerteten Fallen der Nachweis ciner 
kuhischen Symmetrie des Krystalls allein darauf griindet, dass neben dem optisch iso- 
tropen Verhalten der Verbindung die Interferenzen ihres Pulverdiagramms sich cinem 
kubischen Gitter zuordnen lassen. Das aber heisst einzig, dass die Metr ik  des Gitters 
(die Gitterform) kubisch ist, besagt indes noch langst nicht, dass unter allen Umstanden 
kubische S y m m e t  r ie  vorzuliegen braucht, indem ja ganz allgemein kubische Metrik 
eine zwar notwendige, jedoch keineswegs hinreichende Bedingung fur eine kubische 
Symmetrie darstellt3). Selbst eine blow pseudokubische Symmetrie wird durch die Fest- 
&ellung einer kubischen Rletrik noch nicht bewiesen, auch dann nicht, wenn innerhalb 
dcs Nachweisbaren optisch ein isotropes Verhalten gefunden wird4). 

2. D a m  kommt, dass aus dem Fehlen aller Interferenzen mit gemischten Indizes 
nur dann auf eine allseits flachenzentrierte Translationsgruppe geschlossen werden darf, 

l) W .  Nowacki, Helv. 29, 1798 (1946). 
z, E. Brandenberger, Schweiz. Mineralog. Petrogr. Mitt. 13, 91 (I  933). 
3, E. Brandenberger, Z. Kr. [A] 76, 1 (1930) nnd Angewandte Kristallstrukturlehre, 

*) E .  Rmndenberge,, Schweiz. Mineralog. Petrogr. Xhtt. 26 (1946) (im Druck). 
Berlin 1938. 




